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“L’àlgebra és generosa; sovint et  
dóna més del que se li demana.” 
Jan Le Rond d’Alembert 
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Resum 
 
En aquest treball es valida un model que faci una predicció relativament ràpida i fiable 
de la direcció i velocitat del vent en un determinat territori per tal d’aplicar aquesta 
informació a l’estudi de viabilitat d’instal·lació d’un parc eòlic. Per dur-ho a terme, es 
recórrer a la utilització de la teoria de les Cadenes de Markov que, com s’explica, està 
basada en l’Àlgebra Lineal. 
Després d’una introducció general sobre l’energia eòlica i la teoria de les Cadenes de 
Markov, el treball es centra en realitzar una simulació de l’aplicació que s’està estudiant 
a Horta de Sant, per així poder arribar a deduccions generals del projecte. 
S’arriba a la conclusió que les Cadenes de Markov poden ser una eina molt útil per fer 
una predicció de la direcció i velocitat del vent de manera senzilla. Aquests models 
poden servir com a ajuda per les empreses eòliques a prendre decisions. A més, aquesta 
aplicació té un impacte ambiental positiu i necessita d’un pressupost relativament baix.  
Disseny i validació d’un model predictiu de la direcció del vent                                                                         Pàg.  6  
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Disseny i validació d’un model predictiu de la direcció del vent                                                                         Pàg.  7  
 
   
Sumari 
 
1  Introducció ................................................................................................................................ 9 
2  Energia eòlica .......................................................................................................................... 11 
2.1  Introducció ....................................................................................................................... 11 
2.2 Història de la energia eòlica .............................................................................................. 12 
2.3 El vent i les seves característiques .................................................................................... 13 
2.4 Avaluació dels recursos eòlics ........................................................................................... 14 
2.5 Aerodinàmica de aerogeneradors ..................................................................................... 15 
2.6 Sistemes elèctric i de control ............................................................................................ 16 
2.7 Situació actual de l’energia eòlica. Xifres. ......................................................................... 17 
2.8 Avantatges i desavantatges de l’energia eòlica. Efectes ambientals ................................ 20 
3 Sistemes dinàmics i Cadenes de Markov ................................................................................. 23 
3.1 Conceptes bàsics ............................................................................................................... 23 
3.2 Les cadenes de Markov ..................................................................................................... 26 
3.3 Classificació d’estats .......................................................................................................... 29 
4 Anàlisi del vent a Horta de Sant Joan ....................................................................................... 33 
4.1 Introducció ........................................................................................................................ 33 
4.2 Anàlisi de les direccions del vent ...................................................................................... 35 
4.2.1 Comprovació que les dades es poden modelar amb Cadenes de Markov ................ 37 
4.2.2 Construcció de la matriu TD de Markov ...................................................................... 39 
4.2.3 Estudi matricial de la direcció del vent ...................................................................... 43 
4.3 Anàlisi de les velocitats del vent ....................................................................................... 46 
4.3.1 Comprovació que les dades es poden modelar amb Cadenes de Markov ................ 47 
3.3.2 Construcció de la matriu TV de Markov ...................................................................... 48 
4.3.3 Anàlisis matricial de la velocitat del vent ................................................................... 49 
5  Conclusions .............................................................................................................................. 53 
6  Pressupostos ........................................................................................................................... 55 
7  Impacte ambiental .................................................................................................................. 57 
8  Agraïments .............................................................................................................................. 59 
9  Bibliografia ............................................................................................................................... 61 
Annex A: 150 dades de direcció del vent .................................................................................... 63 
Annex B: Dades de direcció i velocitat del vent .......................................................................... 65 
Annex C: càlculs ........................................................................................................................... 67 
 
Disseny i validació d’un model predictiu de la direcció del vent                                                                         Pàg.  8  
 
   
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Disseny i validació d’un model predictiu de la direcció del vent                                                                         Pàg.  9  
 
   
1  Introducció 
 
L'Àlgebra Lineal, és una branca indispensable de les matemàtiques, el qual ens permet 
afrontar l'estudi de ciències com les naturals, químiques,  físiques, econòmiques, de la 
computació i d'aquelles relacionades amb el comportament en general,  també de les 
enginyeries i com no  de les mateixes matemàtiques. Les moltes aplicacions reals de 
l’Àlgebra lineal  s'estenen des d'estudiar el tràfic que creua el centre d’una ciutat  a 
poder predir-li el clima, entre d’altres aplicacions. 
L’Àlgebra lineal permet analitzar  sistemes dinàmics lineals o sistemes d’ordre superior 
que poden ser linealitzats tant a variable discreta com a variable continua. En aquesta 
memòria es treballa amb sistemes discrets que són aquells que utilitzen períodes de 
mostreig per obtenir les dades a analitzar [1, 2]. Un cas  particular de sistemes discrets  
són les  Cadenes de Markov que permeten  modelitzar  matemàticament  problemes de 
predicció del comportament que es regeixen per el principi  de que la probabilitat que 
un sistema físic estigui en un estat donat en un instant de temps discret (o pas) es pot 
deduir del coneixement del seu estat en un instant de temps anterior i no depèn de 
l'historial del sistema abans d’aquest instant.   
Per tal de mostrar amb més concreció la utilitat de la eina a estudiar, les Cadenes de 
Markov, s’ha volgut centrar l’estudi en un exemple d’aplicació concret: la predicció de 
la direcció del vent en els camps eòlics. Per tant el treball pivotarà sobre dos eixos 
bàsics, la àlgebra lineal i l’energia eòlica, però sempre amb un objectiu final clar: 
desenvolupar un mètode per entendre el comportament (tant en direcció com amb 
velocitat) del vent i que aquest pugui ser d’interès per la indústria eòlica. 
D’aquesta manera, el treball començarà descrivint teòricament els dos eixos esmentats. 
Primer apuntant els aspectes més importants de l’energia eòlica i després aprofundir 
sobre la teoria de les Cadenes de Markov. Un cop fet això, es passarà a aplicar-ho a 
l’exemple abans esmentat i a presentar els seus resultats. 
Tot i que el títol del treball “Disseny i validació d'un model predictiu de la direcció del 
vent a partir de Cadenes de Markov” sembli centrar-se només en la direcció del vent, 
també es farà un estudi, tot i que menys profund, de la velocitat del vent. 
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2  Energia eòlica  
 
2.1  Introducció 
 
Tot i alguns pronòstics realitzats fa pocs anys, avui la energia eòlica creix de forma 
imparable a Espanya i a tot al món. Per molts experts, s’ha convertit en la millor 
demostració que les energies renovables poden contribuir a transformar el model 
energètic tradicional. 
El vent és, bàsicament, una conseqüència de la radiació solar que incideix sobre la Terra 
ja que aquesta origina el escalfament de masses de l’aire que circula. Com que escalfa 
de forma desigual la superfície del planeta en funció de la seva latitud, es provoquen 
unes diferències de pressió que el flux d’aire tendeix a igualar. 
A mode d’introducció de l’anàlisi territorial sobre l’energia eòlica que s’explicarà més 
endavant, resulta interessant analitzar el següent mapa europeu realitzat per Risoe 
National Laboratory l’any 1989 [3].  Aquest mapa mostra les diferents intensitats de 
vent del continent; els colors més ataronjats mostren intensitats altes i els tons blaus i 
verds, intensitats baixes. Com era de preveure, en general, com més al Nord, més vent 
hi fa.  
 
Figura 1 -  mapa de les intensitats de vent a Europa l'any 1989 [3] 
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Gamesa, una empresa especialitzada en l’energia eòlica, ha demostrat que només el 2% 
de la energia solar que arriba a la Terra es converteix en energia eòlica i, a més, només 
es poden aprofitar una petita part d’aquest percentatge. Tot i així, s’ha comprovat que el 
potencial eòlic és vint cops més gran que l’actual consum de l’energia mundial, cosa 
que demostra la importància que poden arribar a tenir els avenços i millores en les 
tecnologies relacionades amb l’energia eòlica. 
A part de Gamesa, és important destacar la força de la indústria eòlica a l’Estat 
espanyol. Per exemple, Alstom Wind té la seu central de tot al món a Barcelona. Alstom 
és una de les empreses eòliques més importants de tot el món amb més de 30 anys 
d’experiència i que constantment aporta innovacions tecnològiques per millorar el 
rendiment de l’energia eòlica. Una altra empresa a destacar és el grup espanyol 
Acciona. 
2.2 Història de la energia eòlica 
Basant-se en la referència [4], el primer cop que l’home va aprofitar la energia del vent 
de manera sistemàtica va ser a l’Antic Egipte, al voltant de l’any 3000 a.C., per a 
propulsar vaixells de vela. A partir de llavors, la humanitat també va rendibilitzar el 
vent amb molins per extracció d’aigua o altres utilitats bàsiques de l’agricultura i 
ramaderia. Aquests molins, però, eren molt rudimentaris i poc eficients. 
El següent avenç significatiu no va arribar fins l’any 1854, quan Halladay va introduir 
un molí de vent ultralleuger i molt barat que es va convertir en un dels símbols de les 
granges americanes. Es pot considerar el primer model de molí de vent comercialitzat a 
la història. 
Es creu que a l’any 1888, Brush va construir la primera turbina eòlica per generar 
energia elèctrica i que va ser millorada anys més tard per Poul La Cour. El primer gran 
molí per generació elèctrica, però, no va arribar fins l’any 1945, moment en que 
Vermont va construir el que s’anomena Turbina Smith-Putnam. 
A l’actualitat existeixen generadors que produeixen més de 5MW i parcs eòlics 
instal·lats dins del mar (offshore). 
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Figura 2 - Evolució històrica de la tecnologia eòlica 
 
2.3 El vent i les seves característiques 
Tal i com s’explica en el text Información general sobre la energia eólica [5], el vent es 
defineix per la seva direcció i velocitat. La direcció es designa per el punt cardinal des 
d’on bufa l’aire. Per exemple, direm Oest al vent que provingui justament de l’Oest. 
Aquesta direcció ens la donarà la penell. Per altra banda, hi ha la velocitat, que és qui 
dóna al vent la seva energia. Es mesura amb anemòmetres. 
Les condicions de vent en un territori venen determinades per tres tipus de circulació 
d’aire, segons els efectes dominants: circulació a escala planetària, a escala local i a 
escala pròxima. La circulació de masses d’aire considerant el conjunt de l’atmosfera de 
la Terra s’anomena “circulació general de l’atmosfera” i treballa com una màquina 
tèrmica que tendeix a igualar les diferents temperatures de la superfície terrestre. Es 
dóna principalment a la troposfera. 
Les condicions de la circulació general de l’atmosfera es veuen alterades per la 
distribució de mars i continents. I és que el vent pot patir modificacions atès a la seva 
interacció amb la superfície terrestre, sobretot la rugositat i el relleu del terreny. 
La rugositat del terreny tendeix a frenar el moviment de l’aire de tal forma que la capa 
més propera al terra està en repòs total. La velocitat varia gradualment amb l’altura fins 
a arribar a un valor característic on l’aire ja no es pertorba per l’efecte del terra. Aquest 
aspecte és molt important a la hora de decidir l’alçada d’un aerogenerador. 
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La orografia del terreny també pot jugar un paper important. La velocitat del vent 
s’accelera quan ha de superar muntanyes i, en canvi, es desaccelera quan arriba a les 
valls. 
Per últim s’ha de tenir en compte la influència dels obstacles com cases, arbres, etc ., 
que poden atenuar la velocitat del vent i donar peu a turbulències. 
2.4 Avaluació dels recursos eòlics 
Abans d’instal·lar un parc eòlic, és imprescindible la avaluació dels recursos eòlics de la 
zona. És convenient buscar espais on el flux de vent sigui constant en direcció i 
velocitat. Per analitzar-ho adequadament, s’han de realitzar mesures continuades de 
velocitat i direcció del vent. 
Aquestes mesures es porten a terme mitjançant instal·lacions meteorològiques que 
recullen les dades de velocitat mitjana cada cert temps. Normalment es fa cada 10 
minuts durant uns 15 anys com a mínim per poder controlar les variacions de d’un 
període de temps concret a un altre. Això és el que exposa abastament l’IDAE (Instituto 
para la Diversificación i Ahorro de la Energía) en el seu manual Energía Eólica [6] 
Aquests resultats es plasmen en uns diagrames que permeten conèixer la freqüència i 
velocitat mitjana del vent per diferents direccions: el diagrama de freqüència i el de 
velocitat o rosa dels vents. Ambdós són complementaris ja que el primer indica el 
nombre de cops que el vent bufa en una direcció determinada i el segon la velocitat 
mitjana en aquesta direcció. Aquí en tenim un exemple: 
 
Figura 3 - Diagrames de freqüència i velocitat mitjana 
 
En aquest cas s’observa com les direccions majoritàries són del E i ENE. Quan ho fa en 
aquestes direccions, la velocitat del vent sol està al voltant dels 30km/h.   
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2.5 Aerodinàmica de aerogeneradors 
Tal i com s’explica en el text Información general sobre la energia eólica [2], la energia 
del vent, quan aquest travessa una determinada superfície A en una unitat de temps, és 
la potència desenvolupada per el fluid a través d’aquesta secció: 
 
Observem, doncs, que la potència és proporcional a la densitat de l’aire, a l’àrea de la 
secció considerada i a la seva velocitat. 
Si en el medi fluid s’interposa un element captador d’energia (com podria ser un 
aerogenerador), el vent, després de travessar-lo, tindrà una velocitat v2 inferior a la 
inicial v1. Aquest disminució de velocitat és justament la que s’aprofita per transformar-
la en energia elèctrica. 
La potència captada per un aerogenerador es pot expressar de la següent manera: 
 
On Cp és el coeficient de potència que determina el rendiment del roto. Aquesta PA és la 
potència que surt del rotor, és a dir, encara s’hauran de tindre en compte altres pèrdues 
posteriors com les que es produeixen en el multiplicador, cablejat o generador.  
El coeficient de potència està limitat pel límit de Betz, que diu que en cap cas el Cp pot 
ser superior a 0,59. Per tant, la tecnologia eòlica intenta aproximar-se al màxim a aquest 
nombre. Amb l’últim avenç tecnològic, els generadors de 3 pales, s’estan aconseguint 
Cps propers al límit de Betz. En el següent gràfic [7] es mostra el valor de coeficient de 
potència per cada tecnologia eòlica. 
 
Figura 4 - Coeficient Cp per tecnologia eòlica. Límit de Betz [7] 
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2.6 Sistemes elèctric i de control 
Per el dur a terme correctament la seva funció, com s’explica a Información general 
sobre la energia eólica [5], cada aerogenerador ha de tenir un sistema control adapta’t a 
les circumstàncies de cada molí de vent. A la figura 5 [8] es poden veure les parts 
essencials d’un aerogenerador. Els objectius d’un sistema de control són: 
 Obtenir un funcionament automàtic del aerogenerador. 
 Aconseguir que la turbina funcioni en consonància amb el vent (orientació, 
regulació de la velocitat, etc.). 
 Decidir la connexió o desconnexió del aerogenerador. 
 Protegir el sistema de sobreescalfaments, vibracions i velocitats massa elevades. 
 Maximitzar el rendiment del sistema. 
 Senyalitzar possibles averies o funcionaments incorrectes disminuint els costos 
de manteniment. 
 Augmentar la vida útil del aerogenerador. 
 
 
 
Figura 5 - Parts d'un aerogenerador [8] 
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Podem diferenciar diversos sistemes: 
 Sistema d’orientació. L’aerogenerador haurà d’estar sempre perpendicular a la 
direcció de la qual bufi el vent. El mètode més utilitzat per aconseguir-ho 
consisteix en orientar mitjançant un servomotor. El motor d’orientació podrà 
girar en els dos sentits i serà dirigit gràcies a una penell i una dinamo accionada 
pel mateix generador. 
 
 Sistema de regulació de velocitat. La velocitat de gir del rotor ha de romandre 
gairebé constant malgrat la variació de la velocitat del vent. A més, algun 
dispositiu ha de limitar la potència i protegir a l'aerogenerador de sobreesforços 
en cas de forts vents. Aquestes funcions les assumeix el sistema de regulació de 
velocitat que, actualment, funciona amb un ordinador. El sistema de control 
electrònic rep, mitjançant sensors que monitoritzen les variables més importants, 
dades com la velocitat o direcció i pren la decisió, si s’escau, d’aturar el molí. 
Això ho aconsegueix col·locant les pales de tal forma que el vent no les faci 
moure (posició de bandera, amb un angle de 90º). 
 
 Regulació de potència. Regula la connexió del generador quan les voltes 
d’aquest estan a velocitat de sincronisme. Això es dóna quan no hi ha excés de 
parell i la potència ni entra ni surt del generador. 
 
 
2.7 Situació actual de l’energia eòlica. Xifres. 
Segons l’IDAE [6], al finalitzar 2004 la potència eòlica instal·lada en el conjunt del 
planeta es situava aproximadament en 47200 MW. Això confirmava un canvi 
significatiu en el desenvolupament d’aquesta indústria: la globalització de la energia 
eòlica. Això s’ha anat accentuant en els darrers anys, sobretot fins la crisis financera del 
2008-2009. En aquests gràfics es pot veure l’evolució de la potència acumulada i de la 
potència instal·lada respectivament dels anys 1996 al 2010: 
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Figura 6 - Evolució de la potència acumulada 
 
Figura 7 - Potència instal·lada any a any 
S’observa encara millor en el següent gràfic, que és més actual (del fitxer estadístic del 
2014 de EWEA, [9]) que ens mostra també l’evolució de la potència instal·lada per any 
(en GW) transformada per any:  
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Figura 8 - Potència instal·lada any a any fins al 2014 [9] 
A principis del segle XXI l’energia eòlica es concentrava a Europa (aproximadament 
acumulava el 75%) però en els darrers anys aquest percentatge s’ha repartit i molt. 
Estats Units i sobretot Xina han realitzat fortes inversions en instal·lacions de parcs 
eòlics. Es pot veure en la figura 9 [5]. 
 
Figura 9 - Pes d’energia eòlica produïda 
 
De totes maneres, el gràfic anterior pot ser bastant enganyós perquè no té en compte la 
grandària de cada país i el nombre d’habitants que ha d’abastir energèticament. Per 
46,10% 
14,30% 
6% 
4,20% 
29,40% 
Xina Estats Units
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exemple, que Xina i Estats Units produeixin tanta energia eòlica pot ser considerat 
normal. En canvi, Espanya no és un país tan gran i això ja indica el potencial eòlic que 
té. Això es pot comprovar en el següent gràfic [10] que mostra la potència eòlica per 
càpita de cada país a finals del 2011. 
 
Figura 10 - Potència eòlica per càpita [10] 
 
2.8 Avantatges i desavantatges de l’energia eòlica. Efectes 
ambientals 
Tothom coincideix [11] que l’energia eòlica té  més avantatges que desavantatges. Els 
avantatges són els següents:  
 És una energia renovable: hi haurà vent fins que el sol es consumeixi o 
l’atmosfera desaparegui. 
 És una energia neta: no emet gasos amb efecte hivernacle.  
 Hi ha poca contaminació acústica: quasi bé no fan soroll. 
 Proporciona diversificació rural i llocs de treball locals. 
 És fàcil d’integrar a la xarxa de potència elèctrica ja instal·lada. 
 Té un gran ritme de creixement i marge d’evolució per reduir costos. 
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Evidentment, també té algun inconvenient: 
 Les pales dels aerogeneradors poden matar ocells, tot i que amb noves formes de 
les pales s’està reduint la mortalitat de les aus. 
 Comparat amb altres formes de transformar energia elèctrica, genera poca 
potència. 
 No és 100% contínua ja que depèn de la regularitat de la força del vent. 
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3 Sistemes dinàmics i Cadenes de Markov 
 
3.1 Conceptes bàsics 
El nostre voltant es troba en constant canvi i hom es troba davant fenòmens que tenen 
variacions al llarg del temps com pot ser la reacció enfront d’un estímul, la grandària 
d’una població o justament el cas que ocupa aquest treball: la predicció de la direcció 
del vent en un determinat territori. 
Com s’explica exhaustivament en el llibre Eines d’àlgebra lineal i matricial per a la 
enginyeria [2], una manera de descriure com un fenomen passa d’un estat a un altre és a 
través de l’estudi dels sistemes anomenats dinàmics, que poden ser continus o discrets 
segons la variable temps sigui un nombre real o un nombre enter. D’entre els sistemes 
dinàmics discrets es troben els lineals, denominats sistemes d’equacions en diferència, 
en els quals l’àlgebra lineal és una poderosa eina per al seu estudi. 
Els sistemes d’equacions en diferència normalment s’utilitzen per descriure l’evolució 
de certs fenòmens al llarg del temps aplicats a diferents camps d’interès científic com  la 
biologia (estudi de l’evolució de certes espècies) o física (estudi de les equacions de 
moviment de cossos interactius). 
En general es consideraran funcions discretes de les que s’obtindran el terme x(k+1) 
inductivament i de forma lineal a partir de x(k) on k és terme temporal (per exemple les 
diferents k’s podrien ser gener, febrer, març, etc.). D’aquestes funcions, doncs, interessa 
conèixer el terme x(k) a partir del terme inicial x(0). 
Per tant, es pot definir una equació tipus per afrontar els sistemes lineals discrets: 
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) 
on A és una matriu quadrada i B és, normalment, una matriu rectangular. Rep el nom de 
sistema lineal discret a coeficients constants. Si Bu(k) = 0, el sistema rep el nom de 
homogeni i en cas contrari de complet. 
Es fàcil obtenir les solucions d’aquests sistemes: 
x(1)=Ax(0)+Bu(0) 
x(2)=Ax(1)+Bu(1)=A
2
x(0)+ABu(0)+Bu(1) 
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d’on per inducció es té 
x(k)=Ax(k-1)+Bu(k)=A
k
x(0)+A
k-1
Bu(0)+...+ABu(k-1)+Bu(k) 
que òbviament si el sistema és homogeni la solució és 
x(k)=A
k
x(0) 
Per a explicitar les solucions es necessita  computar  les potències de la matriu A i per 
això és útil reduir la matriu A, a una forma més senzilla  A’  mitjançant un canvi de base 
S,  
A=SA’S-1 
en la qual el còmput de les potències sigui senzill permetent obtenir la potència s’A 
també de forma fàçil 
A
k=(SA’S-1)k=S(A’)kS-1 
En el millor dels casos, i s’hi a més, els valors propis són diferents dos a dos, es pot 
obtenir la matriu A’ de tal manera que sigui diagonal 
A’=D=  
En aquest cas la solució del sistema és 
x(k) =c1ʎ 1
k
v1+...+ cnʎ n
k
vn 
on (c1,...,cn) són les coordenades de les condicions inicials x(0) expressades en la base 
de vectors propis. 
Per acabar d’entendre bé en què consisteix aquest sistema que ajuda a fer prediccions, 
es proposen dos exemples, extrets també d’ Eines d’àlgebra lineal i matricial per a la 
enginyeria [9]: 
1. Si es diu xi(k) el nombre de soldats que l’any k tenen i anys, tenim: 
Xi(k+1) = Bi-1 Xi-1 (k) 
Xi(k+1) = ai-1 X1 (k) + ... + anXn (k)   
on Bi és l’índex de supervivència, això és el percentatge de soldats de i anys que 
sobreviuen i ai l’índex de natalitat o incorporació a files, és a dir la quantitat de 
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soldats que han d’incorporar-se a files per substituir els soldats morts o retirats i, 
si cal, augmentar el nombre total de soldats en files. 
2. Control de densitat de població per la interacció depredador presa mitjançant un 
sistema dinàmic lineal discret. 
En aquest cas la comunitat està formada per els depredadors que són les òlibes i 
les preses que són les rates de bosc. 
Si es denota la població d’òlibes i rates de bosc en un temps k per Xk = (Ok  , Rk), 
on k és el temps en mesos, Ok el nombre d’òlibes a la regió estudiada i Rk el de 
rates (mesurades en milers). La dinàmica de la població es modelitza de la 
següent manera: 
Ok+1  = 0,5Ok + 0,4Rk 
Rk+1  = -0,104Ok  + 1,1Rk 
El terme 0,5Ok indica que sense rates en el bosc per alimentar-se, solament 
sobreviurà la meitat d’òlibes cada mes, mentre que l’1,1Rk de la segona equació 
diu que sense les òlibes com a depredadors, la població de rates augmentarà en 
un 10 % cada mes. Si hi ha abundància de rates, el 0,4Rk tendirà a fer que la 
població d’òlibes augmenti, mentre que el terme negatiu -0,104Ok  mesura les 
morts de rates degudes a la depredació de les òlibes. (De fet 104 és la mitjana de 
rates que una òliba menja en un mes.) 
Amb consonància amb la teoria explicada anteriorment, aquest exemple es pot 
expressar de forma matricial: 
 
 
 
On s’observa que: 
 
 
 
En aquest cas, doncs, es tindria un sistema homogeni perquè no hi una matriu 
independent B. Una manera d’obtenir un sistema complet (hi hauria B) seria, per 
exemple, si s’hagués de tenir en compte un agent extern com per exemple una 
malaltia que mata en amb una proporció important tant rates com òlibes o a una 
de les dues espècies.  
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3.2 Les cadenes de Markov 
Com a cas particular del sistemes lineals discrets es troben les cadenes de Markov que 
és precisament l’eina que s’utilitzarà en el cas pràctic que protagonitza aquest treball, ja 
que, com es detallarà, és molt útil per fer prediccions de variables que s’expliquen a 
través de probabilitats tant per cent (o tant per u), com és la direcció del vent. Per això 
es dedicarà força espai a explicar abastament en què consisteixen. Primer s’explicarà 
alguns conceptes teòrics i després s’aplicaran en alguns exemples perquè sigui més fàcil 
d’entendre. 
Les cadenes de Markov donen la probabilitat d’estar en un estat, depenent de les 
probabilitats de transició entre diferents estats; tant a curt com a llarg termini. Les 
Cadenes de Markov consten d’una seqüència d’assajos repetits d’un experiment en el 
qual, el resultat de l’assaig depèn com a màxim del resultat de l’anterior. L’espai de 
temps entre els diferents estats, com s’ha explicat abans, és constant i pot ser, per 
exemple, un dia, un mes o un any. 
La transició matemàtica d’un estat a un altre es modelitza mitjançant la matriu de 
transició que s’anomenarà T (vindria a ser com la matriu A explicada anteriorment) i 
ajuda sobretot a projectar a llarg termini.  Tenint en compte que els diferents estats pels 
quals passa el sistema  són e = 1, 2, 3, ... n; la matriu T genèrica es pot expressar així: 
 
 
 
Cada posició de la matriu correspon a una probabilitat de canvi d’estat anomenada 
probabilitat de transició pij. Per exemple, la posició p12 correspon a la probabilitat de 
passar de l’estat 1 al 2 al següent cicle de Markov. Al tractar-se de probabilitats, les que 
estan a la mateixa fila han de sumar sempre 1, ja que són les probabilitats de passar d’un 
estat a la resta d’estats possibles. El fet que cada fila contingui totes les probabilitats de 
transició d’un estat a tots els altres, converteix cada fila en un vector de probabilitat, on 
totes les components sumen 1, d’acord amb els axiomes de l’apartat anterior.  
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On n és el nombre d’estats (columnes) i k qualsevol estat des del qual es pot passar a un 
altre estat (1 ≤ k ≤ n). 
Aquesta propietat ens diu que la matriu T té el valor propi 1 
Exemple 1 
Podem analitzar la situació a llarg termini d’un club de Futbol d’una població, que se 
sosté per les quotes dels seus socis: i en el que s’ha observat que un percentatge α  de les 
persones que són socis l’any k ho segueixen sent l’any següent. El percentatge  β de les 
persones que no són sòcies l’any k ho seran el següent. L’evolució del nombre de socis 
s(k) i no socis n(k) d’un any al següent ve donada per la aquesta cadena de Markov: 
s(k+1) = αs(k) + βn(k) 
n(k+1) = (1-α)s(k) + (1-β)n(k) 
En aquest cas la matriu de transició seria: 
 
Si per exemple es posa una α = 95% i una β = 30% llavors la matriu ja amb valors 
numèrics quedaria de la següent manera: 
 
 
Un cop presentades les cadenes de Markov i vist plasmades les seves bases en un 
exemple, s’està en disposició de resumir i acabar d’explicar-ne les característiques més 
importants en forma de llistat. Així doncs, una cadena de Markov és: 
 Un procés estocàstic: 
o És un conjunt o successió de variables aleatòries definides per un mateix 
espai de probabilitat. X(n) o Xn. 
o Normalment, l’índex n representa un temps determinat (1 hora, 1 dia, 3 
mesos, etc.) i Xn l’estat del procés estocàstic en l’instant n. Xn és una 
funció que, donant-li un valor n que equival al temps passat, et dóna la 
probabilitat de que l’objecte modelitzat estigui en un estat o en un altre 
del sistema. Aquest espai de temps n també s’anomena Cicle de Markov. 
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o Si el procés és a temps discret, cosa que sempre passarà en els casos que 
s’estudiaran, s’utilitzarà enters per representar l’índex: {X(1) = X1, X(2) 
= X2, ...} 
 
 Un model probabilístic amb un nombre finit d’estats. Un conjunt de M estats 
exhaustius i mútuament excloents (i.e. estats d’una malaltia), és a dir, que estar 
en un estat implica no estar en cap dels demés. No es pot estar a la vegada en 
més d’un estat. 
 
 Un model amb probabilitats de transició estacionaries. Aquestes són les 
probabilitats de passar d’un estat a un altre, és a dir, la probabilitat que, en el pas 
de temps següent, l’estat de l’objecte estudiat canviï o no. Per expressar les 
probabilitats del model s’utilitzen les matrius de transició (T), expressant la 
probabilitat que l’objecte passi de l’estat inicial a un altre. 
 
 Un model que compleix la propietat markoviana: les probabilitats de transició en 
un pas de temps (cicle de Markov) només depèn de l’estat del sistema en el 
període anterior. D’aquesta manera, considerem les Cadenes de Markov un 
model amb relacions de recurrència de primer grau. 
Dins de l’estudi de probabilitats, és interessant preguntar-se si es pot arribar a un estat Ej 
després de n passos, donada una distribució de probabilitats {pi
(0)
}. Doncs és 
precisament aquí on el mètode de les Cadenes de Markov és tan eficient. Al treballar 
amb matrius (matriu T), es pot aplicar tots els mètodes algebraics que se’n deriven (com 
per exemple l’estudi  i valors propis i vectors propis) i així realitzar prediccions 
acurades respecte els estats d’un sistema. Per exemple, es podrà dir en alguns casos que 
un estat Ej per el qual ha passat el sistema no es tornarà a repetir mai més. 
Per acabar aquest primer apartat, és important apuntar que pels sistemes que s’intentarà 
predir, sovint s’utilitzaran diagrames o grafs per entendre millor els diferents estats que 
hi participen i les seves relacions. Es veurà en els següents exemples. 
Com s’ha anat veient en els exemples exposats (i altres que es veuran a continuació), en 
Cadenes de Markov la matriu T es multiplica per la dreta. En canvi, com s’ha mostrat, 
en sistemes dinàmics es fa per l’esquerra. Com que es vol estudiar les matriu 
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probabilístiques a partir de sistemes dinàmics, serà convenien adaptar-se a la seva 
“normativa”: es transposarà la matriu T i es multiplicarà per la esquerra.  
3.3 Classificació d’estats 
Cal recordar que una en una cadena homogènia amb M estats E1, E2, ..., Em i matriu de 
transició T=[pij], el valor de pij es la probabilitat de que hi hagi una transició entre Ei i Ej 
en un moment donat. Segons això, es pot classificar els estats d’una cadena de la 
següent manera: 
 Estat absorbent. Un estat és absorbent quan un cop s’entra en ell no se’n pot 
sortir. És a dir, un estat Ei és absorbent si per cada fila i-èssima de T quan: 
 
 j, j =1, ...., M) 
 
Exemple 2 (cas d’estat absorbent) 
Evolució clínica dels pacients amb vàlvula cardíaca sotmesos a tractament 
anticoagulant.  
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 Amb una matriu de transició 
 
 
Quan es representa l’objecte d’estudi en forma de diagrama de transició o graf, 
el pes de cada fletxa és la probabilitat de passar d’un estat a un altre. Si un estat 
té una única probabilitat de transició amb valor 1 i que s’apunta a si mateix, 
s’anomenarà estat absorbent, ja que un cop en aquest estat ja no se’n sortir. 
L’estat 3 (mort) té una probabilitat 1 de quedar-se al mateix estat, i es diu que és 
un estat absorbent ja que és impossible que es passi a un altre estat en qualsevol 
altre pas de temps futur. En el diagrama de transició, dels estats absorbents 
només surt una fletxa que apunta, amb pes 1, al mateix estat d’on surt. La resta 
d’estats de l’exemple no tenen aquesta propietat i per tant no són absorbents, 
sinó que són transitius. 
 Estat irreductible. Tots els seus estats són accessibles entre sí. 
 
 Estat recurrent. Situació en què es té la certesa que partint d’un estat sempre s’hi 
acabarà tornant, tot i desconèixer el temps que tardarà a succeir. Alternativament, 
es troba l’estat transcendent on no pots assegurar que es tornarà a un estat 
concret. 
 
 Estat periòdic. Cas particular d’estat recurrent. Sistemes en què diferents estats 
es van repetint periòdicament. La probabilitat de que es retorni a l’estat Ei en el 
pas n és pii . Sigui t un nombre enter més gran que 1. Es suposa que 
 
 
 
 
Exemple 2 (cas d’estat periòdic) 
Sigui una cadena de Markov amb la següent matriu de transició: 
 
 
en què el seu diagrama d’estats és el següent: 
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Observant aquest graf, es dedueix que els estats E1 i E3 tenen un període de 3 . 
Per exemple, si es comença per l’estat E1, llavors només es retorna a aquest 
mateix estat en els passos (n) 3, 6, 9, etc. Es pot comprovar matemàticament a 
través de la matriu de transició T: 
 
en aquest exemple resulta que: 
 
 
 
de manera que  
 
 
 per  i sempre mantenint elements diferents de 0 en la diagonal. 
 En canvi 
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Per tot això es pot dir que E1 i E3 tenen un període de 3, ja que E1·T
3
 = E1 i 
E3·T
3
 = E3. Cosa que no passa amb els estats E2 i E4. De fet, . 
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4 Anàlisi del vent a Horta de Sant Joan  
 
4.1 Introducció 
Com ja s’ha anat comentant, una de les moltes aplicacions que poden tenir les Cadenes 
de Markov és la predicció de les direccions del vent en un territori determinat. Per poder 
fer-ho, però, es necessiten unes dades prèvies per tal de construir la matriu T de 
probabilitats ja esmentada anteriorment. 
De tal manera que s’han agafat dades de la direcció del vent de una Estació 
Meteorològica Automàtica (EMA) del Servei Meteorològic de Catalunya. Concretament 
de la EMA d’Horta de Sant Joan. Aquí es pot veure una fotografia de la estació en 
qüestió: 
 
Figura 11 -  Estació meteorològica d'Horta de Sant Joan 
S’ha triat aquesta població perquè, al estar situada a la comarca de la Terra Alta, sol 
tindre cops de vents elevats i bastant sostinguts com la majoria de comarques del sud de 
Catalunya. Concretament, aquesta estació es troba a 515 metres d’altitud i està 
homologada com a EMA pel Servei Meteorològic de Catalunya des del 1998. 
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Figura 12- Ubicació de la estació meteorològica 
 
Un cop triat el lloc, doncs, s’ha recollit la informació a partir de la mateixa web del 
Servei Meteorològic de Catalunya: el Meteocat (www.meteo.cat). S’han escollit les 
dades de direcció (en graus) durant una sèrie continuada de 10 dies (concretament del 
15 al 24 d’abril de 2015) i amb intervals de 30 minuts. Per tant, s’obté un total de 480 
valors de direcció del vent. 
Recordar que la direcció del vent es defineix com l’orientació del vent en l’horitzontal. 
Per qüestions meteorològiques, l’adreça del vent es defineix com la direcció des de la 
qual bufa el vent. De tal manera es pot definir la rosa dels vents amb les seves 
direccions cardinals i els seus graus corresponents:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 13 - Rosa dels vents 
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4.2 Anàlisi de les direccions del vent 
Per fer l’anàlisi de probabilitats de direccions dels vents s’han agafat una mostra de 150 
dels 480 valors que s’havien adquirit, començant a primera hora del dia 19 d’abril. Els 
valors que s’han agafat apareixen a l’annex A. 
Es comença analitzant quants dels 150 intervals horaris correspon a les diferents 
posicions cardinals que s’han vist fa un moment, definint l’espai d’estats com a {N, NE, 
SE, S, SO, O, NO}: 
Punts Cardinals Interval associat (graus) Vegades que es dóna Percentatge (%) 
N [337.5 , 22.5) 7 4,67 
NE [22.5 , 67.5) 5 3,33 
E [67.5 , 112.5) 15 10 
SE [112.5 , 157.5) 43 28,67 
S [157.5 , 202.5) 10 6,67 
SO [202.5 , 247.5) 20 13,33 
O [247.5 , 292.5) 26 17,33 
NO [292.5 , 337.5) 24 16 
Taula 1 - Freqüència dels estats 
Es veu clarament com en la sèrie de dades triades domina el vent de direcció Sud-Est 
(28,67%). 
Per tal de facilitar el procés d’estudi de probabilitats, es farà un canvi en la 
nomenclatura dels estats. S’associa  cada punt cardinal a un nombre d’estat de la 
següent manera: 
Punt cardinal Estat nº 
N 1 
NE 2 
E 3 
SE 4 
S 5 
SO 6 
O 7 
NO 8 
Taula 2- Assignació d'estats 
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També és clau analitzar com va variant la direcció  a mesura que es va avançant en la 
sèrie de dades. S’ha fet primer amb les dades sense agrupar i després agrupant les 
diferents direccions en els estats ja comentats: 
 
Figura 14 - Evolució de direccions del vent 
 
 
A partir d’ara, doncs, només es treballarà respecte el punt cardinal al que correspon cada 
observació, o el que és el mateix, amb el nombre d’estat que li pertoca. 
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Figura 15 - Cadena de les direccions del vent 
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4.2.1 Comprovació que les dades es poden modelar amb Cadenes de Markov 
Ara es vol evidenciar que aquestes dades poden ser modelades com una Cadena de 
Markov  pel que s’ha de veure que es compleix, amb certa freqüència, la següent 
igualtat relacionada amb les propietats de Markov: 
 
S’ha de comparar doncs la probabilitat que a partir d’un estat donat (X2), aquest es doni 
després d’un altre estat (X1) contra que es doni després del mateix estat X1 i d’un altre 
estat (X0).  
Les dos parts de les igualtats es calculen de la següent manera: 
 Pr{X2 = i2 | X1 = i1} =  
 
 Pr{X2 = i2 | X1 = i1, X0 = i0} = 
 
           =  
 
 S’estudia un exemple per entendre-ho millor: 
 En la sèrie de 480 observacions si es compara la seqüència d’estats 8-7-8 (NO-
O-NO) amb la seqúencia 7-8 (O-NO), s’observa que es compleix pràcticament la 
igualtat: 
 
 
 
,1551 
 
S’ha de repetir aquest anàlisis per totes les seqüències d’estats. Un cop fet, per estudiar 
d’una manera eficient si, en general, compleixen la condició d’igualtat entre les 2 
probabilitats, es posen en un gràfic bivariant. Col·locant a l’eix y la 
 i a l’eix x la .  
Aquest n’és el resultat: 
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Figura 16 - Validació comprovació de Markov 
 
Atès a l’equació, com més punts estiguin sobre la recta dibuixada (bisectriu del primer 
quadrant) o en siguin propers, millor, perquè vol dir que la majoria d’ells compleixen la 
igualtat entre probabilitats. A simple vista, doncs, podria semblar que hi ha molt pocs 
punts compleixen la igualtat.  
Cal observar, però, que algunes probabilitats estimades són iguals a zero, això es degut 
al fet que aquestes trajectòries, passar del estat X0 = i0 a X1 = i1 i a X2 = i2, no van 
ocórrer dins de la mostra observada. A més, hi ha molts punts superposats (per exemple, 
la seqüència 3-4-4 comparada amb 4-4 es repeteix fins a 12 cops en un mateix punt) al 
voltant de la bisectriu. 
Per demostrar-ho s’ha quantificat quants punts es troben sobre la bisectriu. S’ha dividit 
l’eix x entre l’eix y (suposant que la indeterminació de dividir 0 entre 0 és 1). S’ha 
plasmat en la següent gràfica: 
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Figura 17 - Freqüències 
Com es pot extreure del que s’acaba d’explicar, ens interessa el major nombre de casos 
amb un quocient igual a 1 o proper. Tot i que com es veu hi ha un nombre considerable 
de quocients al voltant del 0, la majoria tenen un valor de entre 0,5 i 1,5. Per tant es pot 
afirmar que les dades es poden tractar a través de la teoria de Cadenes de Markov.   
4.2.2 Construcció de la matriu TD de Markov 
Un cop assumit que les dades poden ser tractades a través de la teoria de Cadenes de 
Markov, hom es posa posar a construir la matriu T de probabilitats. Per fer-ho, cal 
analitzar el que s’anomena transicions: de quin estat Ei passa a un altre Ej (dels 8 estats 
que tenim) en cada una de les 480 observacions.  
S’arriba a la següent taula que indica quantes vegades hi ha una transició d’un estat Ei 
(fila) a un Ej (columna), així com el nombre total de transicions que surten de l’estat Ei. 
 
 1 2 3 4 5 6 7 8 TOTAL 
1 1 2 2 1 0 0 0 1 7 
2 1 2 2 0 0 0 0 0 5 
3 0 1 9 3 1 1 0 0 15 
4 0 0 1 38 2 1 1 0 43 
5 1 0 1 1 2 4 1 0 10 
6 0 0 0 0 3 10 7 0 20 
7 2 0 0 0 2 4 14 4 26 
8 2 1 0 0 0 0 2 19 24 
Taula 3 - Canvi d'estats (agafant de referència les 150 dades) 
Calculant la proporció de transicions d’un estat Ei a un altre Ej del total de transicions de 
cada estat Ej, construïm definitivament la matriu T de probabilitats 8x8: 
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Per poder treballar la cadena com a sistema dinàmic i fer ús de l’àlgebra lineal, ens 
interessa també la seva matriu transposada: 
 
 
Per fer més visibles les tendències dels diferents estats s’ha volgut plasmar en 8 gràfics, 
assimilables a roses dels vents, cap a quina direcció anaven les transicions dels 8 punts 
cardinals. Les anelles mostren les probabilitats en tant per 1. Ens aporten informació 
interessant sobre quina sol ser la direcció del vent després d’una altra determinada. Per 
exemple, de la primera gràfica que es mostra, es dedueix que a Horta de Sant Joan, quan 
bufa vent de direcció Nord (estat 1) aquest no es sol mantenir gaire temps, sinó que el 
vent passa a venir del Nord-est o l’Est (estats 2 i 3 respectivament). En canvi, es pot 
veure com si s’arriba a la direcció Sud-est (estat 4), la direcció del vent tendeix a 
quedar-s’hi. 
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Figura 18 - Transicions des de l'estat 1 
 
 
Figura 19 - Transicions des de l'estat 2 
 
 
Figura 20 - Transicions des de l'estat 3 
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Figura 21 - Transicions des de l'estat 4 
 
 
Figura 22 - Transicions des de l'estat 5 
 
 
Figura 23 - Transicions des de l'estat 6 
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Figura 24 - Transicions des de l'estat 7 
 
 
Figura 25 - Transicions des de l'estat 8 
 
 4.2.3 Estudi matricial de la direcció del vent 
A partir d’ara el treball ja només es centrarà en la predicció de la direcció del vent. Com 
s’ha explicat abastament, un cop s’ha construït la matriu TD,  el següent pas és analitzar-
la a través de la teoria de les Cadenes de Markov. Es treballarà, doncs amb la matriu 
TD’: 
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Per l’estudi s’ha emprat el programa Matlab, i s’han calculat els valors propis, els 
vectors propis i el tant per u de cada estat per cada un dels vectors propis (probabilitat 
en tant per u de cada estat). Són els següents: 
 Valors propis Vectors propis 
 
 
 
 
1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5 
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Taula 4 - Valors i vectors propis 
S’observa que tots els valors propis reals amb mòdul són tots menors o igual a 1. En el 
cas dels valors propis complexes (conjugats) aquest mòdul és 0,790. Només hi ha un 
valor propi (el cinqu) igual a 1.  Tenint en compte l’expressió de les solucions del 
sistema x(k+1)=Tx(k) presentades en la secció 3.1 del capítol 3 d’aquesta memòria el 
sistema tendeix a c5V5 i que normalitzat és exactament V5. Mirant aquest V5 L’estat que 
s’hi dóna clarament amb més probabilitat (30,54%) és l’estat 4 (direcció Sud). Així 
doncs, es pot concloure que a Horta de Sant Joan el vent tendeix a agafar la direcció 
Sud.  
Aquesta informació podria ser de molta utilitat a l’hora de decidir cap a on s’encaren els 
hipotètics aerogeneradors i si necessiten de un aparell per fer  sobre el seu eix tot el molí 
o no. S’hauria de mirar si els costos d’instal·lar-lo són majors a l’energia que es perd en 
els moments que el vent no bufa proper de la direcció que s’ha vist que predomina. 
S’està interessat amb conèixer amb quina rapidesa s’arriba a la situació estable. Per això 
es calcularan les potències de la matriu diagonal DV. 
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A partir d’elevar-la a un cert nombre, per desprès d'elevar la matriu DD un cert nombre 
de vegades, la matriu només té en compte el valor propi 1. Després de fer certs càlculs 
(exposats a l’annex) s’observa que el primer valor que ho aconsegueix és el 41: 
 
 
Per tant, es pot concloure que el sistema tendeix a un estat de forma relativament ràpida.  
4.3 Anàlisi de les velocitats del vent  
L’estudi de probabilitats que s’ha fet per la direcció també es pot fer per la velocitat del 
vent. S’han agafat 480 dades de la mateixa estació, Horta de Sant Joan, que indiquen la 
velocitat mitjana en intervals de mitja hora. Les dates d’aquests registres coincideixen 
exactament amb les utilitzades per analitzar la direcció. 
Com en el cas anterior, s’han de dividir les dades en intervals per poder classificar en 
diferents estats tots els valors de velocitat. S’han tornat a dividir en 8 estats: 
Velocitat (km/h) Estat nº 
[0,3) 1 
[3,6) 2 
[6,9) 3 
[9,12) 4 
[12,15) 5 
[15,18) 6 
[18,21) 7 
[21,24) 8 
Taula 5 - Freqüència dels estats 
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S’analitza ara, de les 480 dades, el nombre de casos que corresponen a cada estat això 
com la proporció del total dels valors: 
 
Nombre d’estat Interval associat (km/h) Vegades que es dóna Percentatge (%) 
1 [0,3) 86 18 
2 [3,6) 105 22 
3 [6,9) 80 16,6666667 
4 [9,12) 45 9,33333333 
5 [12,15) 58 12 
6 [15,18) 58 12 
7 [18,21) 38 8 
8 [21,24) 10 2 
Taula 6 - Assignació dels estats 
4.3.1 Comprovació que les dades es poden modelar amb Cadenes de Markov 
Com s’ha anat fent en el cas de la direcció, s’aniran desgranant les dades de velocitat 
per tal de mostrar si aquestes ens poden ajudar i en quin sentit. Com que el procediment 
és idèntic, només s’aniran mostrant els resultats i conclusions de les diferents anàlisis. 
Es comença per comprovar si les dades es poden modelar amb Cadenes de Markov a 
través del gràfic que analitza el compliment de la igualtat 
 = . Es posa cada part de la igualtat en un eix del gràfic bivariant 
en qüestió: 
 
 
Figura 26 - Validació comprovació de Markov 
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Per tal de analitzar millor el gràfic i tenint en compte que hi ha molts punts superposats, 
és interessant analitzar la divisió entre els 2 eixos. Com abans, s’ha distribuït per 
intervals: 
 
 
Figura 27 - Freqüències 
 
Allò ideal seria que la majoria de punts s’apropessin a un quocient de 1, cosa que 
voldria dir evidentment que es compleix la igualtat. En aquest cas el resultat és millor 
que en el l’estudi de dades de la direcció, per tant es pot assumir amb més seguretat que 
les dades són valides per tractar amb Cadenes de Markov. 
3.3.2 Construcció de la matriu TV de Markov 
Com a primer pas per construir la matriu, construïm  la següent taula que indica quantes 
vegades hi ha una transició d’un estat Ei (fila) a un Ej (columna), així com el nombre 
total de transicions que surten de l’estat Ei. 
 
 1 2 3 4 5 6 7 8 TOTAL 
1 20 7 0 0 0 0 0 0 27 
2 6 20 5 2 0 0 0 0 33 
3 1 5 14 4 0 1 0 0 25 
4 0 1 3 5 4 1 0 0 14 
5 0 0 1 3 3 9 2 0 18 
6 0 0 1 0 9 5 3 0 18 
7 0 0 0 0 2 2 5 3 12 
8 0 0 0 0 0 1 2 0 3 
Taula 7 - Canvis d'estats (agafant de referència 150 dades) 
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Calculant la proporció de transicions d’un estat Ei a un altre Ej del total de transicions de 
cada estat Ej, construïm definitivament la matriu T de probabilitats 8x8: 
 
 
Per poder treballar la cadena com a sistema dinàmic i fer ús de l’àlgebra lineal, ens 
interessa també la seva matriu transposada: 
 
 
4.3.3 Anàlisis matricial de la velocitat del vent 
A continuació es realitza un estudi matricial tal i com s’ha fet amb la direcció.  La 
matriu de partida, com ja se sap, és la següent:  
 
 
Es calculen els valors propis, els vectors propis i el tant per u de cada estat per cada un 
dels vectors propis (probabilitat en tant per u de cada estat). Són els següents: 
 
 
Disseny i validació d’un model predictiu de la direcció del vent                                                                         Pàg.  50  
 
   
 Valors propis Vectors propis 
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Taula 8 - Valors i vectors propis 
 
S’observa que tots els valors propis reals amb mòdul són tots menors o igual a 1. En el 
cas dels valors propis complexes (conjugats) aquest mòdul és 0,2821. Només hi ha un 
valor propi (el primer) igual a 1.  Tenint en compte l’expressió de les solucions del 
sistema x(k+1)=Tx(k) presentades en la secció 3.1 del capítol 3 d’aquesta memòria el 
sistema tendeix a c1V1 i que normalitzat és exactament V1. Mirant doncs el vector 
propi de valor propi, l’estat que es dóna més (19,8%) és el 2, però hi altres estats que 
també es donen amb molta freqüència. En aquest cas, doncs, és més difícil fer una 
predicció sobre la velocitat del vent mitjana però si que es pot concloure que Horta de 
Sant Joan té unes velocitats de vent mitjanes força elevades i, per tant, adequades per 
l’energia eòlica (recordar que la velocitat mitjana òptima per un aerogenerador són uns 
10-15 km/h[12]). 
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Evidentment, i ja des d’un punt de vista més general de l’aplicació que s’està estudiant, 
a tota empresa eòlica saber en quins paràmetres es  mou la velocitat d’un determinat 
territori és molt important per decidir s’hi s’instal·la un camp eòlic o no. 
S’està interessat amb conèixer amb quina rapidesa s’arriba a la situació estable. Per això 
es calcularan les potències de la matriu diagonal DV. 
 
A partir d’elevar-la a un cert nombre, per desprès d'elevar la matriu Dv un cert nombre 
de vegades, la matriu només té en compte el valor propi 1. Després de fer certs càlculs 
(exposats a l’annex) s’observa que el primer valor que ho aconsegueix és el 116. Es 
mostra, també, com havia evolucionat aquesta matriu Dv quan s’havia elevat a 50. 
 
 
 
 
Per tant, es pot concloure que el sistema tendeix a un estat de forma relativament ràpida, 
tot i que tarda més que en el cas de la direcció.
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5  Conclusions 
 
En aquest últim apartat s’intentaran sintetitzar els principals resultats als que s’ha anat arribant 
tenint en compte els objectius que des de un principi s’havien marcat. Per posar de relleu certs 
aspectes importants i a mode de conclusions finals, es repetiran alguns punts ja desenvolupats 
en els altres apartats. 
En primer lloc, aquest és un treball que intenta fer visible la potència de predicció que té 
l’àlgebra i, per exemplificar-ho, mostra les possibles aplicacions en el camp de l’energia 
eòlica. Evidentment, l’estudi que es fa de les dades meteorològiques (bàsicament del vent) 
també es podria fer a través de l’estadística, però en aquest cas es va voler usar l’àlgebra, i 
així entendre millor les possibilitats d’una eina segurament menys utilitzada. 
Cal deixar clar, que, per qüestions de falta de recursos, coneixements i temps òbvies,  aquest 
projecte només és una aproximació a l’ús de les Cadenes de Markov per optimitzar l’energia 
eòlica. En el cas que es volgués implementar a la realitat, s’hauria de fer un estudi més 
exhaustiu. 
Tot i això, el treball intenta, en la mesura que és possible, mostrar l’ús real que tindria aquesta 
opció d’enginyeria a través d’un exemple: analitzar les dades de vent d’una estació 
meteorològica d’Horta de Sant Joan. Es trauran conclusions primer d’aquest exemple i 
després s’extrapolaran els resultats i l’experiència extreta per valorar l’aplicació algebraica en 
general. 
Al aplicar els coneixements apresos de Cadenes de Markov a les dades de l’estació de Horta 
de Sant Joan s’arriba a la conclusió, com ja s’ha vist, que el vent tendeix a venir de direcció 
Sud i que la seva velocitat mitjana canvia bastant però en general manté una velocitat prou 
alta perquè sigui rendible instal·lar-hi un parc eòlic. 
Passant ja a analitzar els punts forts del projecte, de seguida destaquen els beneficis 
ambientals que pot aportar i que ja s’han comentat. Per començar, el sol fet d’intentar 
perfeccionar la implantació de l’ús de la energia eòlica es pot considerar positiu ja que pot 
augmentar la tendència a utilitzar-la i fer disminuir l’ús d’altres formes de transformar energia 
més nocives pel medi ambient.  
A més, la possibilitat de realitzar una predicció acurada a través de matrius de probabilitat 
ajuda a no haver de fer un estudi molt prolongat en el temps, com s’ha vingut fent en aquests 
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últims anys. Això permetria una disminució dels sensors meteorològics col·locats a la zona i, 
conseqüentment, reduir-ne el seu impacte ambiental negatiu. 
Fins i tot el coneixement de la velocitat del vent en un parc eòlic pot fer més fiable la 
predicció d’energia que es pot transformar cada dia i, així, optimitzar els recursos energètics 
globals en cada zona geogràfica. 
A part de l’impacte ambiental positiu, l’aplicació de les Cadenes de Markov pot tenir altres 
avantatges per optimitzar els processos de indústria eòlica. En primer lloc, pot reduir el 
nombre de dies amb dades de vent necessaris per prendre una decisió amb fonament sobre si 
un lloc triat és bo per instal·lar-hi parcs eòlics. En segon lloc, si l’estudi conclou que la 
direcció del vent sol ser sempre del mateix quadrant, es pot decidir fer servir aerogeneradors 
que no rotin i col·locats en la direcció adequada, disminuint així la inversió inicial i el cost de 
manteniment.  
També és important destacar que, com s’ha comprovat en el l’exemple estudiat, el cost 
d’aplicar la tecnologia de Cadenes de Markov és relativament baix. És cert que si es fes d’una 
manera més professional, aquest preu augmentaria, però sempre dintre d’uns marges 
raonables. 
Així doncs, es pot concloure que la aplicació de les Cadenes de Markov és una eina amb molt 
pocs riscos i molt útil a l’hora de prendre decisions sobre si una zona geogràfica és òptima per 
l’energia eòlica i quina és la millor manera d’aprofitar-la en cas afirmatiu.  
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6  Pressupostos  
 
En aquest apartat s’analitzaran els costos que ha tingut aquest projecte. Tenint en compte que 
l’objectiu del treball és fer un estudi analític de les possibilitats de les Cadenes de Markov i no 
s’ambiciona la construcció de cap producte físic, es preveu que aquest pressupost sigui 
relativament baix. 
S’han dividit els costos en 3 grups: costos de personal, costos informàtics, cost de l’estació 
meteorològica. 
Costos personals 
Tenint en compte la situació actual del mercat laboral actual, s’ha fet una aproximació del que 
guanya un enginyer junior per hora així com les hores que s’ha treballat en total. Es mostra a 
la taula que apareix a continuació. 
Nom Categoria Euros/hora Hores totals Cost total 
Domènec Campeny Enginyer junior 15 320 4800 € 
   TOTAL 4800 € 
 
Costos d’equipament informàtic 
De l’equipament informàtic s’ha destacat l’ordinador portàtil HP Asus, el paquet Microsoft 
Office 2013 i la llicència de Matlab. En els 3 casos anteriors, s’ha fet un càlcul aproximat del 
seu preu. En el cas de les llicències, s’ha tingut en compte el preu de llicència del producte per 
un any. 
Producte Cost total 
Portàtil HP Asus 800 € 
Paquet Microsoft Office 2013 125 € 
Llicència Matlab 200 € 
TOTAL 1125 € 
 
Cost estació meteorològica 
Com s’ha explicat en el treball, per realitzar un estudi de dades meteorològiques d’una zona 
determinada es necessita, evidentment, d’una estació meteorològica. En aquest cas, per 
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l’estudi de dades d’Horta de Sant Joan, s’ha aprofitat l’estació que té instal·lada el Servei 
Meteorològic de Catalunya des de fa més de 15 anys. Així doncs, al ser un servei obert i 
públic, no es comptabilitzarà cap cost en aquest apartat. 
En el cas que es volgués fer un estudi de una zona geogràfica que no disposés d’una estació 
meteorològica pública, llavors s’hauria de tenir en compte en el pressupost la inversió 
necessària per comprar els diferents aparells meteorològics que permeten calcular la direcció i 
velocitat del vent. 
Cost total 
Així doncs, agregant els dos conceptes que finalment representen un cost, s’arriba al 
pressupost final del projecte. Cal recordar que el valor final és aproximat.  
Concepte Cost 
Cost personal 4800 € 
Cost informàtic 1125 € 
COST TOTAL 5925 € 
 
Per tant, el pressupost final és de 5925 €, una xifra que com ja s’havia avançat és força baixa i 
molt assumible. 
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7  Impacte ambiental 
 
És important analitzar el impacte ambiental que pot provocar un projecte i més encara en el 
món de la  enginyeria. De fet, hi ha moltes iniciatives interessants que no es poden dur a 
terme ja que la societat les veu, amb encert o no, perjudicials pel medi ambient. De totes 
maneres, es sol relacionar l’impacte ambiental amb aspectes negatius i això no té perquè ser 
així sempre. De fet, en el cas que s’està estudiant aquí, els aspectes positius sobre l’impacte 
són clarament superiors als negatius. 
L’aplicació dels coneixements sobre  probabilitats que ens aporten les Cadenes de Markov en 
l’estudi sobre la energia eòlica no té pràcticament cap aspecte negatiu ambientalment parlant. 
Posant-se estricte, només es podria considerar l’impacte negatiu que pot aportar el fabricar 
ordinadors. 
En canvi, sí que es poden trobar impactes ambientals positius. Per començar, el sol fet 
d’intentar perfeccionar la implantació de l’ús de la energia eòlica es pot considerar positiu ja 
que pot augmentar la tendència a utilitzar-la i fer disminuir l’ús d’altres formes de transformar 
energia més nocives pel medi ambient.  
A més, la possibilitat de realitzar una predicció acurada a través de matrius de probabilitat 
ajuda a no haver de fer un estudi molt prolongat en el temps, com s’ha vingut fent en aquests 
últims anys. Això permetria una disminució dels sensors meteorològics col·locats a la zona i, 
conseqüentment, reduir-ne el seu impacte ambiental negatiu. 
Fins i tot el coneixement de la velocitat del vent en un parc eòlic pot fer més fiable la 
predicció d’energia que es pot transformar cada dia i, així, optimitzar els recursos energètics 
globals en cada zona geogràfica. 
Així doncs, es pot concloure sense dubtes que utilitzar la teoria  de Cadenes de Markov  per 
analitzar l’evolució de la direcció del vent i de la seva velocitat afavoreix clarament al medi 
ambient aconseguint així un dels objectius de la societat: conciliar desenvolupament amb 
protecció per el planeta Terra. 
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Annex A: 150 dades de direcció del vent 
 
1 262 51 232 101 157 
2 264 52 225 102 170 
3 274 53 196 103 283 
4 259 54 208 104 220 
5 275 55 221 105 219 
6 253 56 245 106 224 
7 259 57 262 107 213 
8 247 58 226 108 190 
9 243 59 232 109 110 
10 265 60 258 110 96 
11 222 61 185 111 238 
12 266 62 202 112 282 
13 257 63 217 113 8 
14 269 64 249 114 73 
15 270 65 288 115 121 
16 287 66 291 116 126 
17 288 67 299 117 135 
18 288 68 301 118 124 
19 298 69 303 119 139 
20 298 70 319 120 144 
21 306 71 310 121 134 
22 303 72 319 122 130 
23 299 73 327 123 128 
24 303 74 7 124 139 
25 284 75 334 125 145 
26 304 76 60 126 140 
27 300 77 347 127 145 
28 285 78 349 128 149 
29 299 79 28 129 143 
30 302 80 95 130 140 
31 306 81 85 131 135 
32 320 82 116 132 138 
33 311 83 136 133 141 
34 311 84 132 134 133 
35 324 85 134 135 139 
36 337 86 137 136 141 
37 14 87 145 137 143 
38 130 88 148 138 136 
39 157 89 282 139 130 
40 134 90 14 140 128 
41 211 91 23 141 133 
42 276 92 25 142 141 
43 169 93 41 143 134 
44 183 94 81 144 131 
45 205 95 175 145 119 
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46 215 96 20 146 105 
47 171 97 70 147 109 
48 155 98 106 148 108 
49 185 99 94 149 105 
50 215 100 104 150 82 
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Annex B: Dades de direcció i velocitat del vent 
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Annex C: càlculs 
 
Funcions utilitzades en l’Excel (per trobar les matrius de Markov): 
 “SI” 
 “SI.ND” 
 “Autosuma” 
 “CONTAR.SI” 
 “CONTAR.SI.CONJUNTO” 
 
Funcions utilitzades en el Matlab. 
 Funció “eig ()”: per trobar els valors propis i vectors propis de les matrius 
 Potències “^”: per elevar les matrius diagonal i comprovar si s’arriba ràpidament al 
límit. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
